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ΘΕΜΑ Β 
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 Για το 
   2
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1
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
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 Για το 
   
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  θέτω  2 2x y x y     .  Για 1x    έχω 1y    
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Έτσι από           1 2 1 1 12 3 1 12 1 4f f f f              . 

Ακόμα  
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            2 4 2      . 

Β2. Η συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο   με 

    1 4f x x x 


           1 4 0f x x           , αφού  
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   1 1 1x x                     1 4 4 0x           
 

και f  συνεχής στο   ως παραγωγίσιμη επομένως η f  είναι κοίλη στο  . 

 

Β3.  Η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , 
f

C  στο  

  1, 1A f  είναι      1 1 1y f f x     με  
0 1 1
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
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Άρα  
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
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Η συνάρτηση f  είναι κοίλη στο   επομένως η εξίσωση εφαπτομένης βρίσκεται “πάνω” 

από την 
f

C .   Άρα     
1
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Έχουμε ότι        
 
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 
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Έτσι     
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               2 21 2 2 1g x x g x g x x g x         

              
2

2 2 2 22 1 1g x x g x x x g x x x         . 

Θεωρούμε συνάρτηση     h x g x x  , επομένως     2 2 21 1h x x h x x       

Η εξίσωση   0h x  δεν έχει ρίζες στο  , επομένως   0h x   και συνεχής, άρα η h  

διατηρεί σταθερό πρόσημο με       0
0 0 1 0

f
h g e     και επομένως   0h x  , άρα  

     2 2 21 1 1h x x g x x x g x x x          
 

   21
f x

e x x  

     2ln 1f x x x      x   γιατί          
2 2 2

x 1 x x x x 1 x 0 . 
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Γ2.  Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο   με  
2
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2
1
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Επομένως   0f x   στο  και f συνεχής επομένως  f  στο  . 

Γ3. Η f   είναι παραγωγίσιμη στο   με  
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     0 0f x x  

        0 0 0f x x x  

Η συνάρτηση παρουσιάζει σημείο καμπής  

το  0 0f  . 

Γ4.       
1

0

f x x dx  όπου  f x x  γιατί η συνάρτηση f  είναι κοίλη στο 0,1    και 

επομένως η 
f

C  βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της σημείο   0, 0f  που είναι 

     0 0 0y f f x     με  0 0f   και    
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
, άρα 

 0 1 0y x y x      .   Επομένως  
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 
           

0 0

1 5 1 1 11 5 1
lim 0 lim 0
h h
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Για το 
   

0

1 5 1
lim
h

f h f

h

 
 θέτω 

1
1 5

5

x
h x h


    . Όταν 0h   τότε 1x  , 

επομένως 
       

 
1 1

1 1
lim 5 lim 5 1

1 1

5

x x

f x f f x f
f

x x 

 
  

 
.   (f παραγωγίσιμη) 

Για το 
   

0

1 1
lim
h

f h f

h

 
 θέτω  1 1 1h x h x h x         . Όταν 0h   

τότε 1x  , επομένως 
   
 

   
 

1 1

1 1
lim lim 1

11x x

f x f f x f
f

xx 

 
   

 
. 

Από  (1)  είναι         5 1 1 0 4 1 0 1 0f f f f          . 

Για  0,1x  έχω f   γνησίως αύξουσα άρα    1 1 0x f x f      και f  συνεχής 

στο 0,1 άρα f  γνησίως φθίνουσα στο 0,1 . 

Για  1,x    έχω f   γνησίως αύξουσα άρα    1 1 0x f x f      και f  

συνεχής στο 1,   άρα f  γνησίως αύξουσα στο 1,  . Επομένως η συνάρτηση f  

παρουσιάζει ελάχιστο για 1x   το  1 1f  . 

Δ2.   Η   είναι παραγωγίσιμη, αφού g παραγωγίσιμη στο  1,  με  

   
   1

0
1

f x f
x g x

x



   


  αφού     1 1f x f  και 1 0x    για κάθε 

 1,x    και αφού   συνεχής έχουμε ότι η   είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Για την ανίσωση θεωρούμε      1h x x x     όπου h  παραγωγίσιμη στο 

 1,   με            1 1h x x x h x x x           . 

Για                


   
 γν.αύξ

1 1 1 0x x x x x x   0h x   και h  

συνεχής άρα h  γνησίως αύξουσα στο  1, .   Η ανίσωση γράφεται  

         
h γν.αύξ

2 4 2 48 5 2 5 8 5 2 5h x h x x x  

2 4 2 44 4 0x x x x      

     
2

x >0
2 2 24 0 4 0x x x  

    2 4 2 2x x   και  x 0 . 

Δ3. Η συνάρτηση g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  1,  με  

    g x g x


  
 

 
      

 
 

      
  

   
2

1 11
1

1 1

f x x f xf x
g x

x x
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Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την συνάρτηση f  στο 1,x      x>1 

 Η f  είναι συνεχής στο 1,x   ως παραγωγίσιμη 

 Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,x  

Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα  1,x   τέτοιο ώστε  
   1

1

f x f
f

x



  


 

        1 1  2f x f x f   
  

 
 

 
       

 

    
  





2

2

1 1
1

1

f x x f x
g x

x
 

   
0

1

f x f
g x

x

 
  


 

για κάθε  1,x    αφού για    
 γν. αυξ.f

x f f x 


        0f x f    .  

Άρα η g είναι κυρτή. 

Η εξίσωση         1 1x f x         έχει προφανή ρίζα την x   αφού 

            
1

1 1 1 0
x

x f x


      
 

         που ισχύει γιατί 

      0g g      . Θα δείξουμε ότι η ρίζα αυτή είναι και μοναδική. 

Θεωρούμε           1 1K x x f x          παραγωγίσιμη στο  1,  με  

              
  1

1 1 1
1

f
K x x f K x x


    



 
            

  

 

       1K x x g        
.  

 Για 
   

    γν. αυξ. g x xg

x g x g


 

 

            0x g x g           άρα 

  0K x   για κάθε  ,x    και  K x  συνεχής στο ,   επομένως 

 K x  γνησίως αύξουσα στο ,  . 

 Για x     
   

       
 γν. αυξ.

0

g x xg

g x g x g x g


    

 

            

Άρα   0K x   για κάθε  ,x    και  K x  συνεχής στο  ,   άρα  K x  

είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,  .  

 Έτσι η συνάρτηση  K x  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x   το   0K   .  

Άρα     0K x K    και η εξίσωση         1 1x f x          έχει 

μοναδική την ρίζα την x  . 

 

Επιμέλεια: Κατσίμπρας Ευθύμης  


