
 

Δνδεικηικές Λύζεις. 

ΘΔΜΑ Α 

Α1:Θεώξεκα Σρνιηθό βηβιίν  ζει:263 

A2.:Οξηζκόο Σρνιηθό βηβιίν  ζει:222 

 

A3.Ψ. f(x) g(x)  θνληά ζην 0x  

 Όκωο  
0 0x x x x

lim f(x) lim g(x) 
 

  

 

 

A4. i.Λ   ii.Σ    iii.Σ    iv.Λ   v.Σ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.1
νο

 ηξόπνο 

Έζηω όηη ε f έρεη 2 ξίδεο  1 2ξ ,ξ 1,3 κε 1 2 1 2ξ ξ   θαη   f(ξ ) f(ξ ) 0   . 

Αθνύ f   π  ζην  1 2ξ ,ξ από ΘR, 1 2μ (ξ ,ξ ) (1,3)   : f (μ) 0   άηνπν γηαηί νη ξίδεο ηεο f  είλαη ην 1 θαη ην 3. 

 

2
νο

 ηξόπνο:  f (x) 0  x (1,3)  f  ζην 1,3      άξα ε f(x) 0 έρεη ην πνιύ κηα ξίδα ζην (1,3) 

 

B2. 

   f  ζην ( ,1  θαη 3, )  θαη  f ζην 1,3    ε f έρεη 

η.min ην f(1) 0  θαη  η.max ην f(3) 10   

Γηα ην f(1) :

3

1
f (x)dx f (3) f (1) 10

f (3) 10
f(1)=0

     
 



  

 

B3. 

   f θπξηή ζην ,2  θαη θνίιε ζην 2,   

Σ.θακπήο  2,f(2) (2,3)  

f  (2) 2  : Άρα 
x 2

f(x) 3
lim 2

x 2


 


 

 θέτω 
x 2

f(x) 3
g(x) ,  x 2 g(x) (x 2) 3 f(x)  θαη  lim f(x) 3 f (2)

x 2 


        


 

 

γηαηί f ζπλερήο ζην 2 ωο πνιπωλπκηθή. Άξα Σ.Κ: (2,3) 

 

 

 

 

 



B4.  

   

   

  

       

f

x x

f

x x

f

x

x

f ( ,1] f (1), lim f(x) 0, lim f(x)

f [1,3] 0,10 f ( ) f ( ,1] f [1,3] f [3, ) lim f(x), lim f(x)

f [3, ) lim f(x),10

 f πνιπωλπκηθή νπόηε lim f(x)



 



 







     



      


  
 



 



θαη αθνύ  f ( ) f ( , ) ( , )      ζπκπεξαίλνπκε όηη
x x
lim f(x)   θαη  lim f(x)
 

     

 

 

Πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f:    Γξαθηθή παξάζηαζε: 

 

 f x α,  α   

αλ  α 0         ,   ε f(x) α  έρεη κία ξίδα

αλ  α 0         ,   ε f(x) α  έρεη 2 ξίδεο

αλ  0 α 10  ,   ε f(x) α  έρεη 3 ξίδεο

αλ  α 10         ,   ε f(x) α  έρεη 2 ξίδεο

αλ  α 10         ,   ε f(x) α  έρεη

 

 

  

 

   κία ξίδα









 

 

B5. Η f  (x) ωο παξαβνιή έρεη ηύπν ηεο κνξθήο :

2f  (x) αx βx γ,    α 0      

f (1) 0 α β γ 0          (1)

f (2) 2 4α 2β γ 2     (2)

f (3) 0 9α 3β γ 0      (3)

     

     

     

 

θαη 
( 2)   ( )(2) (1) 3α β 2 6α 2β 4

     2α 4 α 2   θαη  6 β 2 β 8
(3) (1) 8α 2β 0   8α 2β 0

         
            

      



 

(1) 2 8 γ 0 γ 6        

άξα 
2

3 2

3
2

     f (x) 2x 8x 6

x x
      f(x) 2 8 6x c 2 2 2 8

4 6 c 0 2 c 0 c 2 c3 2
3 3 3 3

      f(1) 0

2x 8
άξα  f(x) 4x 6x

3 3

    


     

               
 

    

 

 

 



ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. i.
 hx

h 0

e 1 f(x 2h) f(x)
lim 2f(x) 2x(ln x 1),    x 0

h 2h

   
     
  

 

0
hx 0

hx

h 0 DLH h 0

u = 2h

h 0 u 0 u 0

e 1
lim = lim  xe x 1= x

h

f(x+2h) f(x) f(x+u) f(x)
lim =  lim f '(x)

2h u

 

  


 

 


 

 

Άξα ε ζρέζε γίλεηαη : x f '(x) 2f(x)+2x(lnx 1),    x >0    

ii.

4x 0 : x 0
2 2xf '(x) 2f(x) 2x(lnx 1) x f '(x) 2 xf(x) 2x (lnx 1)

  

         

2 2

4

x f ' (x) 2xf(x) 2 x

x




4

(lnx 1)

x


' '

x 0

2  2

f(x) 2lnx

x x

   
      

   
 

2

f(x) 2lnx
c  θαη γηα x=1 : 1= c

x x
    

άξα  
2

2

f(x) 2lnx
1 f(x)= 2x lnx+x   , x >0 

x x
      

     όκωο fζπλερήο ζην 0 άξα f (0)= 
+

2 *

x 0x 0

limf(x) lim(x 2xlnx) 0


    

DLH x 0x 0 x 0

2

1
lnx x* lim x lnx= lim lim lim ( x) 0
1 1

x x

 





  
   


 

άξα  

2x 2x lnx ,     x>0  
f(x)

             0   ,     x=0

 
 


 

 

Γ2. Γηα x >0 : 
1

f '(x) 2x 2lnx 2x 2x 2lnx 2
x

        

2 2x 2
f ''(x) 2 0 x=1

x x


      

x 0

f ''(x) 0 2x 2 0 x 1


       

Η fC   έρεη ζεκείν θακπήο  ην (1, f(1))=(1,1)  

 

Γηα 
f ' f '

0  x  1   f ' (x)> f ' (1)=0  θαη Γηα x >1  f ' (x)> f ' (1)=0
f ''< 0 f '' > 0

 
   

 

 

Άξα 

f  ζηα (0,1] θαη [1,+ ) θαη f ζπλερήο ζην 1 θαη ζην 0     

f  ζην [0, + ) άξα έρεη νιηθό min ην f (0)=0.    

 

 

 

 

Γ3. 

       2018 2019 xf x f e =f x +f e Πξνθαλήο ξίδα x=1.  



 

Γηα 0 x  1  :

f
2018 2019 2018 2019 ( )

f
x x

x x  f(x ) f(x )

     e e           f(e) f(e )








   


   

 

2018 2019 xf (x ) f (e) f (x ) f (e )   ε εμίζωζε είλαη αδύλαηε ζην  0,1  

 

Γηα x 1 : 

f
2018 2019 2018 2019 ( )

f
x x

x x f (x ) f (x )

     e e         f (e) f (e )








   


   

 

2018 2019 xf (x ) f (e) f (x ) f (e )   άξα ε εμίζωζε είλαη αδύλαηε ζην (1,+ ) 

 

 

Γ4. f '(x)=εθζ 2x 2lnx 2=εθζ    

Βάδω ρξόλν : 2x(t) 2ln x(t) 2 εθζ(t)    

Παξαγωγίδω: 
2

x'(t) 1
2x'(t)-2 ζ '(t)

x(t) ζπλζ (t)
   

 0 0 0
0 02

0 0

Γηα t t  ηζρύεη ζ' t =- 4 x' (t ) 1
άξα: 2x'(t )-2 ζ (́t )   (1)

x (t ) ζπλ ζ(t )θαη x' (t) 2. t >0

 
 

  
 

Αθνύ ε (ε) ζρεκαηίδεη ηζνζθειέο ηξίγωλν κε ηνπο άμνλεο ε γωλία ηεο (ε) κε ηνλ x x ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  ζα 

είλαη 0 0

π 3π
ζ(t ) rad   ή   ζ(t ) rad

4 4
   

άξα 

2

2

0 2

0

2 1 1
ζπλ (ζ(t )) 2

2 2 ζπλ ζ(t )

 
      
 

 

Άξα  

0

0 0 0

4 1 1 1
(1) 4 2 ( 4) 4 1 8 3 x(t )

1 1 2x(t ) x(t ) x(t ) 3
( , ln 3)
3 9 31 1 2 1 1 2

θαη  f( ) ln ln 3
3 9 3 3 9 3

 
              

   


    

 

 

 

 

 ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. i)
1

ην ΑΟΓ : ζπλζ
ζπλζ


    





 

1
ην : εκζ

εκζ


    





 

άξα 
1 1 1 1 π

f(ζ) ,ζ 0,
εκζ ζπλζ εκζ ζπλζ 2

 
         

 
 

ii)

3 3

2 2 2 2

1 1 εκ ζ ζπλ ζ
f (ζ) ζπλζ εκζ

εκ ζ ζπλ ζ εκ ζ ζπλ ζ


      


 

3 3 π π
f (ζ) 0 εκ ζ ζπλ ζ εκζ ζπλζ ζ ,   ζ 0,

4 2

 
         

 
 



f  (ζ) ζπλερήο ζην 
π

0,
2

 
 
 

, άξα δηαηεξεί πξόζεκν ζηα
π π π

0, θαη ,
4 4 2

   
   
   

 

1 3 3

π 8 8f 0
1 36

4 4


 
   
  

  

3 3 1

π 8 8f 0
1 33

4 4


 
   
  

 

Γηα 
π

ζ rad
4

  ην ΑΒ γίλεηαη ειάρηζην. 

iii)
ζ 0

1
lim

εκζ
 

 

γηαηί εκζ 0 ζ 0  θνληά ζην 0         θαη    
ζ 0

1
lim 1

ζπλζ
  

Άξα 
ζ 0
lim f(ζ)


  , ε x 0  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε. 

θαη 

π
ζ

2

1
lim

ζπλζ



 

 

γηαηί ζπλζ 0 ζ 0  θνληά ζην 0    θαη   
π

ζ
2

1
lim 1

εκζ



  

Άξα 
π

ζ
2

lim f(ζ)




  , ε 
π

x
2

  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε. 

Γ2.
1 1 1 1 1 1 1 1 2

g(ζ) f(ζ) f(π ζ)
εκζ ζπλζ εκ(π ζ) ζπλ(π ζ) εκζ ζπλζ εκζ ζπλζ εκζ

           
 

 

θαη
1 εκζ

h(ζ)
g(ζ) 2

     

2

2ζπλζ π π
g (ζ) 0   ζ 0, g ζην 0,

εκ ζ 2 2

   
          

   
 

 

 2 22

4 4

2εκζ εκ ζ 2ζπλ ζ2εκζ εκ ζ 2ζπλζ 2εκζ ζπλζ π π
g (ζ) 0 ζ 0, g θπξηή ζην 0,

εκ ζ εκ ζ 2 2

       
         

   
 

 

 

 

ζπλζ π π
h (ζ) 0  ζ 0, h ζην 0,

2 2 2

    
         

   
 

εκζ π π
h (ζ) 0  ζ 0, h θπξηή ζην 0,

2 2 2

   
        

   
 

 

 

g
ζ 0 ζ 0
lim g(ζ) ε ζ 0 Κ.Α ηεο C ,       lim h(ζ) 0

  
     

π π
ζ ζ

2 2

1
lim g(ζ) 2,       lim h(ζ)

2 

 

    

 

 

 

 

 



Γ3. Η θαηαθόξπθε απόζηαζε ηωλ g hC  θαη C  δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε 
π π

(ζ) g(ζ) h(ζ), ζ ,
6 3

 
    

 
 

Αθνύ ε Τ(ζ) παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 
π π

μ ,
6 3

 
 
 

 θαη είλαη παξαγωγίζηκε από ζεώξεκα Fermat ζα ηζρύεη 

(μ) 0 g (μ) h (μ)       νη εθαπηόκελεο ηωλ g hC  θαη C ζην μ, ζα είλαη παξάιιειεο, αθνύ έρνπλ ηζνπο 

ζπληειεζηέο δηεπζελζεο  

 

 

Γ4.i) 
2 2

2 2 A B x A Bx B (A B)x A B

x 1 (x 1)(x 1) x 1 x 1 (x 1)(x 1) x 1

      
    

       
 

 

άξα 0 θαη 2  θαη 2 2 1 θαη Α 1                 

 
2 2 2

2 2 2
1 1 12

2 2 2

2 1 1
dx dx ln x 1 ln x 1

x 1 x 1 x 1

2 2 1 1 2 2 1 3
ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln ln

2 2 2 2 2 2 2 2

2 1
1

2 22 2ln ln ln
32 2 2

1
22

 
              

         
                                       

   
    

    
       

 

1 2 2 3(2 2)
ln ln ln 3 ln

3 2 2 2 2

       
                     

 

ii)

π π π π

3 3 3 3
π π π π2 2

4 4 4 4

2 2εκζ 2εκζ
I g(ζ)dζ dζ dζ dζ

εκζ εκ ζ 1 ζπλ ζ
   

     

 

ζέηω u ζπλζ,  du εκζdζ    

 

άξα

1 1 2

2 2 2
12 2 22 2

22 2

2 2 2 3(2 2)
du du du ln   απν (i)

1 u u 1 u 1 2 2

 
            
    

 

 

 


