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 ΘΕΜΑ Α  

Α1. Σελ 76 

Α2. Σελ 104 

Α3. α) Ψ 

       β) Η συνάρτηση   3f x x , x είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική 

με   2' 3f x x η οποία είναι γνησίως αύξουσα και ισχύει  ' 0f x    
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ΘΕΜΑ Β 

Β1.       / / 1 0,x
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Άρα, η fog είναι 1-1 
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Β2. θέτω  
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 από (1), (2) προκύπτει ότι 1y  . 
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Β3.        
12
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  είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις  
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        και η φ είναι συνεχής οπότε η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,  . 
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Β4.  

    

  

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού η f είναι συνεχής στο (-∞,3π), τότε είναι συνεχής και στο x0=0 

‘Αρα υπάρχει limf(x) = limf(x)= f(0) ⇒ lim (  1    - lnλ ) = lim (ημx+λσυνx) =  1-lnλ⇔ 

 

1-lnλ = λ ⇒  lnλ+λ-1 = 0        

 

Θεωρώντας την κ(λ)=lnλ + λ -1, λ>0 είναι παρ/μη ως πράξεις παρ/μων με κ’(λ)=1 +1>0  

και κ συνεχής άρα κ   γν. αύξουσα στο (0,+∞). H κ έχει προφανή ρίζα το λ=1,  

άρα και μοναδική, αφού κ   γν. αύξουσα στο (0,+∞). 

 

Γ2. Ελέγχουμε την παράγωγο στο x0=0   

 

lim f(x)-f(0) = lim=                 =  lim (                ) =     lim                = 1 

 

lim f(x)-f(0) = lim    (ημx  + συνx – 1) =   lim ( ημx + συν x-1 ) =   lim ( ημx + συν x-1 ) 

 

=   1 + 0 = 1 

Άρα  f ‘(0) = 1 και αφού f ‘(0) = εφω  τότε εφω  = 1  ⇒  ω =  π   όπου ω = (x’x, ε)   
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Γ3. Η f παρ/μη  για κάθε x<0 τότε   f’(x) =             >0 

 

H f παρ/μη για κάθε >0 με f’(x) = συν x – ημ x    

Λύνοντας f’(x) = 0 ⇔ συν x = ημ x με συν x ≠ 0  άρα             =1  ⇒ 

εφ x = 1 (=)  x = π    ή    x =  5π   για x∊ (0, 3π)    

 

Άρα τα κρίσιμα σημεία είναι το  

A (      , f (     )) και Β (      , f (       )), δηλαδή τα σημεία  

A (      , 2 ) B (    ,- 2 ) 

γιατί f(
4
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4


   +  συν 

4


 =  

2

2
 + 2

2
= 2  

 

f (     ) = ημ        + συν         =  -
2

2
 - 2

2
=- 2  

 

Άρα A (     , 2 ) και Β (     , - 2 ) 

 

Γ4. Για x <0 η f παρ/μη ως πράξεις παρ/μων με f’(x) = (       )’ =              > 0 

Άρα    y - f(α) = f’(α) (x-α)      ⇒ 

y = f’(α)x  +  f(α) – αf’(α)        ⇒ 

y =           x  –           –               ⇒ 

 

(ε)    y =           x  +                                   
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Το Β είναι το σημείο τομής με x’x άρα y=0 ⇒             x +              = 0 ⇒ 

x = 2α – 1 και Β(2α – 1, 0) 

Άρα έχουμε x (t) = 2α (t) –1  όμως  

Για  t= tο τότε α (t0) = – 1 και από υπόθεση α’(t0)= –            = 

Τελικά η x παρ/μη με x’(t) = (2α(t)-1)’  

x’(t) = 2α'(t)  ⇒  x’(t0) = 2α' (t0) =        μονάδες μήκους / μονάδες χρόνου 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.   f(x)=ex + x2 – ex – 1 

f συνεχής στο [0,1] ως αλγεβρικό άθροισμα συνεχών 

f παρ/μη ως αλγεβρικό άθροισμα παρ/μων με f’(x) = ex + 2x – e στο (0,1) 

f(0) =0   

 f(1) =0 

τουλάχιστον ένα xo∊ (0,1) ώστε f’(xo)=0 

Eπιπλέον η f’ παρ/μη ως πράξεις παρ/μων στο (0,1) με f’’ (x) = ex+2 >0 για κάθε x∊ IR 

Άρα η f’ γν. αύξουσα  για κάθε x∊IR, επομένως xο(0,1) μοναδική ρίζα της f’. 

Όμως αν x > x0>0   ⇒  f’(x) > f’(x0)  ⇒  f’(x)>0 ⇒  f γν. αύξουσα  στο [0, x0]  

Eπιπλέον, αν x<xo<1   ⇒  f’(x) < f’(x0)  ⇒ f’(x)<0    

άρα f γν. φθίνουσα στο [x0 ,1]   

Τελικά, η f έχει μοναδικό xo∊ (0,1) στο οποίο παρουσιάζει ολ. ελάχιστο. 

 

Επιπλέον f(xo)= exo + xo
2 – exo – 1    ⇒       f(xo) = e -2xo + xo

2 – exo-1 = xo
2 – (e+2)xo+e-1 

 

⇒ f(xo) = e – 2 xo+xo2 – exo-1 = xo2– (e+2) xo+e-1 

Δ2. Εξ ορισμού ολ. ελαχίστου για κάθε x ∊ (0,1) ισχύει f(x) ≥ f(xο)  άρα lim                    = 

}  f(0) = f(1)  Άρα από Θ. Rolle υπάρχει     
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     =       lim           = +∞ 

 

    Άρα – 1 ≤ ημ(     )   ≤ 1        ⇒          +                   -1 ≤                      + ημ              ≤ 1 +                

    

με lim (           -1)   = +∞ -1 = +∞ 

 

με lim (           +1)   = +∞ +1 = +∞  

 

Από κριτήριο παρεμβολής το lim (           + ημ (          ))   = +∞   

 

Δ3. Aπό Δ1 γνωρίζουμε ότι η f παρουσιάζει ολ. ελάχιστο στο (0,1) και γνωρίζουμε ότι   

      για κάθε x∊[x0,1] η f συνεχής για γν. αύξουσα. Άρα xo<x<1   ⇒  f(xo) < f(x) < f(1) ⇒  

       f (xo) < f(x) < 0   (1)    

     Θεωρούμε h(x) = f(x)+x-xo με x∊[x0,1] συνεχής ως πράξεις συνεχών με  

h(xo) = f(xo)  ⇒  h(xo) <0  

h(1) = f(1) +1 – xo = 1– xo  ⇒  h(1) >0  

Eπομένως h(1) h(xo) <0 και από Θ.Βol 

Υπάρχει 1 τουλάχιστον ρίζα ρ∊(0,1) ώστε h(ρ) = 0  ⇒ f (ρ) + ρ = xo 

Eπιπλέον, η h παρ/μη ως πράξεις παρ/μων στο (xo,1) με h’(x) = f’(x) +1>0 

Eπομένως, h γνησίως αύξουσα για κάθε x∊[xo,1] 

Άρα ρ∊(xo,1) μοναδική ρίζα της h 
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1     
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1     
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1     
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1     
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Δ4.   Γνωρίζουμε από Δ3 ότι f(ρ) = xo – ρ όμως xo <ρ < κ < 1 άρα xo – ρ <0 

H f συνεχής στο [xo,ρ] ≤[0,1] 

Η f παρ/μη στο (xo,ρ] ≤(0,1) 

Aπό Θ.Μ.Τ. θα υπάρχει 1 τουλάχιστον ξ∊ (xo,ρ) ώστε f ’(ξ) =                          και από Δ1 η f ’ 

γνησίως αύξουσα  

Άρα xo< ξ < ρ < κ    ⇒    f ’(xo)< f ’(ξ) < f ’(ρ) < f ’(κ) ⇒                       < f ’(κ) ⇒                      < f ’(κ) 

   

      ⇒ -1 -                   <f ’(κ)  ⇒ 

 

f’(κ) +1>                 ⇒ 

  

f’(κ) +1> -                 ⇒ 

 

f(ρ) (f’(κ) +1 < f(xo)   

 

 

KΡΙΤΙΚΗ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ  

 

Τα θέματα έχουν αφετηρία το σχολικό βιβλίο.  

Είναι διαβαθμισμένης δυσκολίας. Είναι σαφή και απαιτητικά. 

17/6/2020  

f(ρ)-f(xo)     

  ρ - xo 

f’ ↑ f(ρ)-f(xo)     

  ρ - xo 
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  ρ - xo  
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  ρ - xo  
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 - f(ρ) 

f(ρ)<0   


