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Μαθηματικά Προσανατολισμού Γ΄ Λυκείου 

 
 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: (0, +∞) → ℝ παραγωγίσιμη, για την οποία ισχύει 

 𝑓(1) = 𝑙𝑛2 και 𝑥𝑓′(𝑥) = 1
𝑥+1

− 𝑓(𝑥) , για κάθε x>0 

Β1. Να βρείτε τον τύπο της 𝑓 . 

B2. Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

Β3. Να αποδείξετε ότι (𝑥4 + 3)𝑥4+3 >  (𝑥4 + 4)𝑥4+2 , για κάθε x∈ ℝ. 

B4. i. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ∈ (1,3), τέτοιο ώστε 𝑓(𝜉) = 2 − 𝜉. 

      ii. Αν ℎ:ℝ → ℝ είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση με ℎ(3) = 0 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 

𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) + ln𝑥
𝑥+1

 ℎ(𝑥) + ln𝑥 ∙ ln(𝑥 + 1)ℎ′(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα (1,3). 
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Απαντήσεις 

Β1.Έχουμε:   𝑥𝑓′(𝑥) = 1
𝑥+1

− 𝑓(𝑥)  𝑥𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1
𝑥+1

   

     �𝑥𝑓(𝑥)�′ = (ln(𝑥 + 1))′   𝑥𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 1) + 𝑐   

     αφού 𝑓(1) = 𝑙𝑛2 έχουμε 1𝑓(1) = ln(1 + 1) + 𝑐  𝑙𝑛2 = 𝑙𝑛2 + 𝑐  𝑐 = 0 

     Επομένως, 𝑥𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 1)  𝑓(𝑥) = ln(𝑥+1)
𝑥

  για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞) 

B2. Για κάθε x∈ (0, +∞) έχουμε: 

       𝑓′(𝑥) = [ln(𝑥+1)]΄∙𝑥−𝑙𝑛(𝑥+1)∙𝑥΄
𝑥2

       

      𝑓′(𝑥) =
1

𝑥+1𝑥−ln (𝑥+1)

𝑥2
   𝑓′(𝑥) = 𝑥−ln (𝑥+1)(𝑥+1)

𝑥2(𝑥+1)
 

    Θεωρούμε την 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑥 + 1)(𝑥 + 1)  με x ≥ 0 με 

                               𝑔΄(𝑥) = 1 − (𝑙 𝑛(𝑥 + 1))΄(𝑥 + 1) − 𝑙 𝑛(𝑥 + 1) (𝑥 + 1)΄ 

                               𝑔΄(𝑥) = 1 − 1
𝜒+1

(𝑥 + 1) − 𝑙 𝑛(𝑥 + 1) 

                               𝑔΄(𝑥) = −𝑙 𝑛(𝑥 + 1) < 0  άρα 𝑔 ↘ στο [0, +∞)  

επομένως για κάθε x> 0 ισχύει 𝑔(𝑥) < 𝑔(0)  𝑔(𝑥) < 0 και άρα 𝑓 ↘ στο (0, +∞) και συνεχής με 
σύνολο τιμών:  

                                     𝑓�𝐷𝑓� = (lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥), 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑓(𝑥)) = (0,1)    

 εφόσον 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑙𝑛(𝑥 + 1)

𝑥

𝐷.𝐿.𝐻
∞
∞���� 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1
𝑥+1
1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1
𝑥 + 1

= 0 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 
𝑙𝑛(𝑥 + 1)

𝑥

𝐷.𝐿.𝐻
0
0���� 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+

1
𝑥+1
1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1
𝑥 + 1

= 1 

 

Β3. Για κάθε x∈ ℝ έχουμε ότι:  

 (𝑥4 + 3)< (𝑥4 + 4) 
𝑓↘
�� 𝑓(𝑥4 + 3)> 𝑓(𝑥4 + 4) 

ln�𝑥4+3�
𝑥4+3

> ln�𝑥4+4�
𝑥4+4

  (𝑥4 + 4) ln(𝑥4 + 3) > (𝑥4 + 3) ln(𝑥4 + 4)  

 𝑙𝑛(𝑥4 + 3)𝑥4+3 > 𝑙𝑛 (𝑥4 + 4)𝑥4+2  
𝑙𝑛↗
�� (𝑥4 + 3)𝑥4+3 >  (𝑥4 + 4)𝑥4+2 
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B4. i Έχουμε την εξίσωση:  𝑓(𝑥) = 2 − 𝑥  𝑙𝑛(𝑥+1)
𝑥

= 2 − 𝑥 𝑙𝑛(𝑥 + 1) = 2𝑥 − 𝑥2  𝑙𝑛(𝑥 +
1) + 𝑥2 − 2𝑥 = 0 

Επομένως θεωρούμε την συνάρτηση 𝜑(𝑥) =  𝑙𝑛(𝑥 + 1) + 𝑥2 − 2𝑥, 𝑥 ∈ [1,3] 

𝜑(1) = 𝑙𝑛2 + 1 − 2 = 𝑙𝑛2 − 1 < 0 (𝜀𝜋𝜀𝜄𝛿ή  2 < 𝑒
𝑙𝑛↗
�� 𝑙𝑛2 < 𝑙𝑛𝑒𝑙𝑛2 < 1 

 𝑙𝑛2 − 1 < 0) 

𝜑(3) = 𝑙𝑛4 + 9 − 6 = 𝑙𝑛4 + 3 > 0 

𝜑 συνεχής στο [1,3] από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈ (1,3) τέτοιο ώστε 
𝜑(𝜉) = 0  𝑙𝑛(𝜉 + 1) + 𝜉2 − 2𝜉 = 0 𝑓(𝜉) = 2 − 𝜉 

Επίσης,  

 

𝜑′(𝑥) =
1

𝑥 + 1
+ 2𝑥 − 2 =

1 + (2𝑥 − 2)(𝑥 + 1)
𝑥 + 1

=
1 + 2𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑥 − 2

𝑥 + 1
 

        = 2𝑥2−1
𝑥+1

> 0 για κάθε 𝑥 ∈ [1,3] άρα 𝜑 ↗ 𝜎𝜏𝜊 [1,3] άρα ξ μοναδική ρίζα της 𝜑. 

ii. Η εξίσωση γίνεται ως εξής: 
𝑙𝑛(𝑥+1)

𝑥
ℎ(𝑥) + ln𝑥

𝑥+1
 ℎ(𝑥) + ln𝑥 ln(𝑥 + 1) ℎ′(𝑥) = 0  

1
𝑥
𝑙𝑛(𝑥 + 1)ℎ(𝑥) + 1

𝑥+1
𝑙𝑛𝑥 ℎ(𝑥) + ln𝑥 ln(𝑥 + 1) ℎ′(𝑥) = 0 

(𝑙𝑛𝑥)′ 𝑙𝑛(𝑥 + 1)ℎ(𝑥) + (ln(x + 1))′𝑙𝑛𝑥 ℎ(𝑥) + ln𝑥 ln(𝑥 + 1) ℎ′(𝑥) = 0  

(𝑙𝑛(𝑥 + 1) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑙𝑛𝑥 )′ = 0 

Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑡(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + 1) ∙ ℎ(𝑥) ∙ 𝑙𝑛𝑥 

• 𝑡 συνεχής στο [1,3] 
• 𝑡 παραγωγίσιμη στο (1,3) 
• 𝑡(1) = 𝑙𝑛2 ∙ ℎ(1) ∙ 𝑙𝑛1 = 0 

𝑡(3) = 𝑙𝑛4 ∙ ℎ(3) ∙ 𝑙𝑛3 = 0 
Από το Θεώρημα Rolle έχουμε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∈ (1,3) Rτέτοιο ώστε  𝑡′(𝜉1) =
0 

        

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ 

ΓΙΑΝΝΑΚΟΥ ΝΙΚΗ 

ΔΙΑΚΡΟΤΗΜΑ ΒΟΥΛΑΣ 


