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ΘΕΜΑ Β 

Β1)  

𝐷௙ ൌ ሺ0, ൅∞ሻ στο οποίο η f συνεχής και παραγωγίσιμη ως διαφορά 
συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων αντίστοιχα με 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ଵି௫

௫
     

Επειδή x>0 έχω 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇔ ଵି௫

௫
ൌ 0 ⇔ 1 െ 𝑥 ൐ 0 ⇔ െ𝑥 ൐ െ1 ⇔

𝑥 ൏ 1 

Άρα 0<χ<1  

Η f συνεχής στο ሺ0,1ሿ και 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 στο (0,1) άρα η f γν.αυξουσα 
στο (0,1]  

Η f συνεχής στο ሺ1, ൅∞ሻ και 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 στο (1,൅∞) άρα η f 
γν.φθίνουσα στο (1,൅∞) 

Για x=1 έχουμε μέγιστο το 𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑙𝑛 1 െ 1 ൌ െ1 

 

  



 

 

Β2) 

Η f γν.αυξουσα στο Α1=(0,1] άρα 𝑓ሺ𝐴ଵሻ ൌ ቀ 𝑙𝑖𝑚
௫→଴ା

𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ1ሻቃ  

𝑙𝑖𝑚
௫→଴ା

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→଴ା

ሺln 𝑥 െ 𝑥ሻ=െ∞  και f(1)=-1 άρα 𝑓ሺ𝐴ଵሻ ൌ ሺെ∞, െ1ሿ 

 

Η f γν.φθίνουσα στο Α2=ሺ1, ൅∞ሻ άρα 𝑓ሺ𝐴ଶሻ ൌ ቆ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ1ሻቇ 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺln 𝑥 െ 𝑥ሻ= 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ቀ𝑥 ⋅ ሺ
୪୬ ௫ሶ

௫
െ 1ሻቁ ൌ ൅∞ ⋅ ሺെ1ሻ=െ∞ 

 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

௟௡ ௫

௫
ൌ 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

ሺ௟௡ ௫ሻᇲ

ሺ௫ሻᇲ = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ଵ

௫
ൌ 0 

 

Άρα 𝑓ሺ𝐴ଶሻ ൌ ሺെ∞, െ1ሻ   άρα 𝑓ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑓ሺ𝐴ଵሻ ∪ 𝑓ሺ𝐴ଶሻ ൌ ሺെ∞, െ1ሿ 

 

Β3) 

Παρατηρώ െ3𝜖𝑓ሺ𝐴ଵሻ άρα η f(x)=-3 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
Α1=(0,1] και επειδή η f γν. αύξουσα στο Α1 , η ρίζα είναι μια και 
μοναδική  

 

Ομοίως െ3𝜖𝑓ሺ𝐴ଶሻ άρα η f(x)=-3 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
Α2=(1,൅∞ሻ και επειδή η f γν. φθίνουσα στο Α2, η ρίζα είναι μια και 
μοναδική  

 

Άρα η f έχει ακριβώς δυο ρίζες στο (0,൅∞) 

 



 

 

 

Β4)  

Θεωρώ την συνάρτηση 𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑙𝑛 𝑡 െ 𝑡 με 𝑡 ∈ ሾ𝑥 ൅ 1, 𝑥 ൅ 2ሿ η οποία 
είναι συνεχής στο διάστημα ሾ𝑥 ൅ 1, 𝑥 ൅ 2ሿ  και παραγωγισιμη στο 
διάστημα     (χ+1, χ+2) άρα ισχύει το ΘΜΤ , οπότε υπάρχει 
ξ𝜖ሺ𝑥 ൅ 1, 𝑥 ൅ 2ሻ ώστε  

 

𝑓ᇱሺ𝜉ሻ ൌ
௙ሺ௫ାଶሻି௙ሺ௫ାଵሻ

ሺ௫ାଶሻିሺ௫ାଵሻ
ൌ

୪୬ሺ௫ାଶሻିሺ௫ାଶሻି൫୪୬ሺ௫ାଶሻିሺ௫ାଵሻ൯

௫ାଶି௫ିଵ
=𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ

𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 1 

 

Είναι 𝑓ᇱሺ𝑡ሻ ൌ
ଵ

௧
െ 1 οπότε έχω ότι υπάρχει 𝜉𝜖ሺ𝜒 ൅ 1, 𝜒 ൅ 2ሻ ώστε                 

ଵ

క
െ 1 ൌ 𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ 𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 1 (1) 

 

𝜉 𝜖 ሺ𝜒 ൅ 1 , 𝜒 ൅ 2ሻ ⇔ 𝑥 ൅ 1 ൏ 𝜉 ൏ 𝑥 ൅ 2 ⇔
1

𝑥 ൅ 1
൐

1
𝜉

൐
1

𝑥 ൅ 2
  

 

⇔               
1

𝑥 ൅ 1
െ 1 ൐

1
𝜉

െ 1 ൐
1

𝑥 ൅ 2
െ 1 ⇔      

           

               
1

𝑥 ൅ 2
െ 1 ൏

1
𝜉

െ 1 ൏
1

𝑥 ൅ 1
െ 1 ⇔     

 

          
1

𝑥 ൅ 2
െ 1 ൏ 𝑓ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ 𝑓ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൏

1
𝑥 ൅ 1

െ 1  

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η h είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) , οπότε για να δείξουμε ότι 
είναι σταθερή , αρκεί να δείξουμε ότι : 

h’(x)=0(f(x)-ଵ

௫
)’=0f’(x)+ ଵ

௫మ=0 για κάθε x>0 

ισχύει : 

lim
௛→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ 2ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ 2lim
௛→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ 2ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
2ℎ

ൌ 2 lim
௨→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑢ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑢

ൌ 2𝑓ᇱሺ𝑥ሻ 

u=2h 

u0=lim
௛→଴

2ℎ ൌ 0 

άρα , για κάθε x>0 , έχουμε : 

x2lim
௛→଴

௙ሺ௫ାଶ௛ሻି௙ሺ௫ሻ

௛
=-2  x22f’(x)=-2  f’(x)=- 

ଵ

௫మ  f’(x)+ 
ଵ

௫మ=0 

Γ2. h(x)=c f(x)- 
ଵ 

௫
 =c , για κάθε x>0 

για κάθε x>0 , έχουμε  

lnx•f(x)-1≤2x2-3x  lnx•f(x)-1-2x2+3x≤0 

θεωρούμε την συνάρτηση  g(x)= lnx•f(x)-1-2x2+3x , x>0 

H g παραγωγίσιμη με : 

g’(x)=௙ሺ௫ሻ

௫
 +lnx.f’(x)-4x+3 , x>0 

παρατηρούμε ότι g(1)=…=0 , οπότε έχουμε g(x)≤g(1) , x>0 

δηλαδή η g παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο χ0=1 

•η g παρουσιάζει τοπ. ακρότατο στο χ=1 

• η g είναι παραγωγίσιμη  στο χ=1 



 

 

•το χ=1 είναι εσωτερικό σημείο του Dg=(0,+∞) 

Από το θεωρήμα Fermat προκύπτει ότι : 

g’(1)=0…f(1)=1 

f(x)- 
ଵ 

௫
 =c1-1=c0=c 

f(x)- 
ଵ 

௫
 =0f(x)=ଵ

௫
 , x>0 

 

Γ3. Έχουμε M(x,y)ϵCfy=f(x)y=ଵ

௫
 , x>0 

Είναι A(x,0) , B(0,y) δλδ B(0,ଵ

௫
) 

Η περίμετρος του ορθογωνίου ΟΑΜΒ είναι  

Π=2(ΟΑ)+2(ΟΒ)=2x+2y=2x+2ଵ

௫
=2(x+ଵ

௫
) , x>0 

Οπότε έχουμε Π(x)= 2(x+ଵ

௫
) , x>0 

Π’(x)=…=2௫మିଵ

௫మ  , x>0 

Π’(x)>0 , xϵ(1,+∞) και Π(χ) συνεχής στο [1,+∞) άρα Π(χ) γν 
αύξουσα στο [1,+∞) 

Π’(x)<0 , xϵ(0,1) και Π(χ) συνεχής στο (0,1] άρα Π(χ) γν φθίνουσα 
στο (0,1] 

Άρα η περίμετρος ελαχιστοποιείται για χ=1. Άρα Μ(1,1) 

Γ4. Είναι : Λ(x(t),y(t))ϵCf  y(t)= ଵ

௫ሺ௧ሻ
 , x(t)>0 

Επίσης K(x(t),0) , H(0,y(t)) . Τη χρονική στιγμή t0 που το 
τετράπλευρο ΟΚΛΗ είναι τετράγωνο έχουμε : 

(OK)=(OH)  x(t0)=y(t0)x(t0)= ଵ

௫ሺ௧బሻ
x2(t0)=1x(t0)=1 , x(t)>0 



 

 

Η απόσταση του Λ από την αρχή των αξόνων είναι  

(ΟΛ)=ඥ𝑥ଶሺ𝑡ሻ ൅ 𝑦ଶሺ𝑡ሻ=ට𝑥ଶሺ𝑡ሻ ൅
ଵ

௫మሺ௧ሻ
=d(t) 

d’(t)=
൬ට௫మሺ௧ሻା

భ
ೣమሺ೟ሻ

൰ᇱ

ଶ൬ට௫మሺ௧ሻା
భ

ೣమሺ೟ሻ
൰
=

ଶ௫ሺ௧ሻ௫ᇲሺ௧ሻି
మೣሺ೟ሻೣᇲሺ೟ሻ

ೣరሺ೟ሻ

ଶ൬ට௫మሺ௧ሻା
భ

ೣమሺ೟ሻ
൰

 

t=t0 , x(t0)=1    d’(t0)=…=ଶ௫ᇲሺ௧బሻିଶ௫ᇲሺ௧బሻ

ଶ√ଶ
= 0 μον.μηκ/μον.χρ. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ.1  ׬ xf ′′ሺxሻdx ൌ 0 ⟺ ሾxf ′ሺxሻሿ଴
ଶ െ ׬ f ′ሺxሻdx ൌ 0 ⟺ 2f ′ሺ2ሻ െ

ଶ
଴

ଶ
଴

ሾfሺxሻሿ଴
ଶ ൌ 0 ⟺ 

        ⟺ 2f ′ሺ2ሻ െ ሺfሺ2ሻ െ fሺ0ሻሻ ൌ 0 ⟺. . . ⟺ f ′ሺ2ሻ ൌ 3 . 

        Εξίσωση εφαπτομένης : 𝑦 െ 5 ൌ 3ሺ𝑥 െ 2ሻ ⟺ 𝑦 ൌ 3𝑥 െ 1 . 

Δ.2  Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την f στο  ሾ0,2ሿ , οπότε υπάρχει  𝑥଴ ∈
ሺ0,2ሻ , ώ𝜎𝜏𝜀  

        𝑓 ′ሺ𝑥଴ሻ ൌ 3 .  

        Εφαρμόζουμε Θ/Rolle για την f ’ στο  ሾ𝑥଴, 2ሿ , 𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄  

        𝜉 ∈ ሺ𝑥଴, 2ሻ ⊆ ሺ0,2ሻ , ώ𝜎𝜏𝜀 𝑓 ′′ሺ𝜉ሻ ൌ 0 . 

Δ.3  Η f ’ είναι συνεχής στο  ℝ  και ισχύει  𝑓 ′ሺ𝑥ሻ ് 0 , άρα η f ’ διατηρεί 
σταθερό  

        πρόσημο στο  ℝ  και επειδή είναι  𝑓 ′ሺ2ሻ ൌ 3 ൐
0 , 𝜃𝛼 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ό𝜏𝜄  𝑓 ′ሺ𝑥ሻ ൐ 0  

        για κάθε  𝑥 ∈ ℝ . Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα , άρα 

 και  1‐1 . 



 

 

Δ.4  Έχουμε  𝛪 ൌ ׬
ଵ

ଷ
𝑓 ቀ

௫ାଵ

ଷ
ቁ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝑓ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 .

ହ
ିଵ

ହ
ିଵ  

 ׬
ଵ

ଷ
𝑓 ቀ

௫ାଵ

ଷ
ቁ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑢ሻ𝑑𝑢 .

ଶ
଴

ହ
ିଵ      ሺ𝜃έ𝜏𝜊𝜐𝜇𝜀  𝑢 ൌ

௫ାଵ

ଷ
ሻ  

 ׬ 𝑓ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑢𝑓 ′ሺ𝑢ሻ𝑑𝑢 .
ଶ

଴
ହ

ିଵ      (θέτουμε 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑢ሻሻ 

        Επομένως είναι  :  𝛪 ൌ ׬ ൫𝑓ሺ𝑢ሻ ൅ 𝑢𝑓 ′ሺ𝑢ሻ൯𝑑𝑢 ൌ ሾ𝑢𝑓ሺ𝑢ሻሿ଴
ଶ ൌ 10 .

ଶ
଴   
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