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ΘΕΜΑ Β  

Β1. Θεωρούμε συνάρτηση     lnA x x f x όπου: 

Η A  είναι συνεχής στο 1,2    ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων ( η f  είναι 

παραγωγίσιμη στο 1,2    άρα και συνεχής )  

Η A  είναι παραγωγίσιμη στο  1,2  ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 

Ακόμα      1 ln1 1 0A f και      2 ln2 2 0A f . Επομένως από θεώρημα Rolle 

υπάρχει τουλάχιστον ένα      1,2 : 0A , όπου 

        
      

1
ln lnA x x f x f x x f x

x
. Άρα,    

1
ln 0f f  


      

   
1

lnf f  


         lnf f       . 

 

Β2.  Έχουμε             2ln ln 3 2g x x h x g x x x x  με  

     21
3 2 ln 6 2g x x x x x

x
         1 1 ln1 4 1g       και  

   1 ln1 3 2 0g     . Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης είναι  
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       1 1 1 0 1 1 1y g g x y x y x            . 

 

Β3.  Έχουμε ότι    2ln 3 2g x x x x    με      21
3 2 ln 6 2g x x x x x

x
         

     3 2 ln 6 2g x x x x       και  
6 ln 9 2x x x

g x
x

  
  .  

Θεωρούμε      6 ln 9 2K x x x x  που είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων  με        6ln 6 9 6ln 15 0K x x x  και αφού η 

συνάρτηση  K x  είναι και συνεχής έχουμε ότι είναι γνησίως αύξουσα  για κάθε 

1x   και      1 7 0K x K . Άρα   0g x   για κάθε 1x   και g  συνεχής στο 

1,   άρα η g  είναι κυρτή στο 1,  . Επομένως η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης   g , 
g

C , θα βρίσκεται πάνω από την την εξίσωση της εφαπτομένης  

στο σημείο   1, 1A g . Άρα,    21 ln 3 2 1g x x x x x x       . 

 

Β4.   Έχουμε ότι                
  

3 2 3 2 3 2

1
1 1

1
ln ln

e ee

x x x dx x x x x x dx
x

 

 
3 2

3 2 2 3 2

1 1
3 2

e
e

x x
e e x x dx e e

  
          

   


3 2
3 2 1 1

3 2 3 2

e e
e e

    
         

    

 

3 2
3 2 1

3 2 6

e e
e e     

 
  

3 2 3 22 1 4 3 1

3 2 6 6

e e e e
. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

x  0                      
1

e
                   
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Γ1.  Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 

 0,  με   ln 1f x x    και   0f x    

1
ln 1 0 ln 1x x x

e
         

με  
1 1 1 1

ln 0f
e e e e

 
     

 
 

Για 
1

0,x
e

 
  
 

 έχω   0f x   και  

f  συνεχής στο 
1

0,
e

 
 
 

 άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα  στο 
1

0,
e

 
 
 

, ενώ 

για 
1

,x
e

 
  
 

 έχω   0f x   και η συνάρτηση f  είναι συνεχής  στο 
1

,
e

 


 
 άρα 

η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο  
1

,
e

 


 
. Η f  παρουσιάζει ολικό 

ελάχιστο για 
1

x
e

 , το 
1 1

f
e e

 
  

 
. 

Ακόμα     
2

0 0 0 0 0
'

2

1
ln

lim lim ln lim lim lim 0
1 1x x x x x

DL H

x xxf x x x
x

x x

    





    


    


  

Ενώ,    
 

   lim lim ln
x x

f x x x . Επομένως το σύνολο τιμών θα είναι  

      
0

1 1
0, , lim , lim

xx
f f f x f f x

e e 

      
        

      

1 1 1
,0 , ,

e e e

     
          
        

 

Γ2. Έχουμε ότι  2016 2016ln ln ln 2016 2016x xx e x e x x f x        . 

Για  
1

x
e

  η f  είναι γνησίως αύξουσα και 
1 1

, ,f
e e

    
      

    
 όπου το 

1
2016 ,

e

 
  
 

. Άρα υπάρχει ακριβώς ένα 
0

1
,x

e

 
  
 

 τέτοιο ώστε 

 0
2016f x  , δηλαδή η εξίσωση   2016f x   έχει ακριβώς μία ρίζα. 

 f x  - + 

 f x  Γν. φθίνουσα Γν. αύξουσα 
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Γ3.  H συνάρτηση f  είναι συνεχής στα ,     και ,   ως γινόμενο συνεχών 

συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στα  ,   και  ,   ως γινόμενο  παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων. Επομένως με εφαρμογή του θεωρήματος Μέσης τιμής στα ,     και 

,     έχουμε ότι: 

Υπάρχει τουλάχιστον ένα  1
,    τέτοιο ώστε  

 
    


 


  


1

f f
f  1

ln ln
f

   


 


 


 

Και υπάρχει τουλάχιστον ένα  2
,    τέτοιο ώστε  

 
   

2

f f
f

 


 


  


 2

ln ln
f

   


 


 


. 

Ακόμα    
1

ln 1 0f x x
x

       για κάθε  0,x    και η f  είναι συνεχής στο 

 0,  άρα η συνάρτηση f  είναι κυρτή στο  0,  και επομένως η f   είναι 

γνησίως αύξουσα. Άρα, για    1 2 1 2
f f       

0

0

ln ln ln ln  

 

       

   

 

 

 


          ln ln ln ln                  

   ln ln
 

 

 
   

 
     . 

 

Γ4.  Για  
1

,1x
e

 
 
 

 έχω  
0

ln 0 ln 0 0
x

x x x f x


     . 

       

1

1 1

1 1 1

e

e e

E f x dx f x dx f x dx         

1

1

ln
e

x x dx 

 

11

2 2

11

ln ln
2 2

eex x
x x dx

        
   

  

1 1

2

2 2

1 1

1 1 1
1 0

2 22 2

e ex x
dx dx

xe e

   
           

  
   
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

1

2 2

2 2 2 2

1

1 1 1 1 3

4 42 2 4 4

ex e

e e e e

  
       

 
. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Αφού 1x   , έχουμε ότι  
   

1 1 1 1

2 2

1 1

x x x xx e x e e e
f x

x x

      
   

 

 

 

1 1

2

1

1

x xe x e

x

   



 

Επομένως ,  
1

1

xe
f x

x

  
   

 
  

 
 

1 0 10

0

0
1 0 1

x x

f e

e e
f x c f c

x

 



   
    

0e e c c     . Άρα,  
1

1

xe
f x

x






 με  1x   . 

 

Δ2. Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη με  
 

1

2
0

1

xx e
f x

x


  


 για 0x   και είναι 

συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, επομένως είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  

άρα και «1-1». Επομένως          
2 :"1 1"

1 1
2

fe
f g x f g x f g x



      

3 2 3 22 3 2 1 2 3 3 0x x x x        . Θεωρούμε συνάρτηση   3 22 3 3x x x     

όπου    26 6 6 1x x x x x       και 

 
0

lim 3
x

x


  , ενώ  1 4   . Ακόμα   0x   

στο  0,1  και συνεχής ως πολυωνυμική άρα   είναι 

γνησίως φθίνουσα στο 0,1 , ενώ   0x   στο 

 1,  και   είναι συνεχής  στο 1,   ως 

πολυωνυμική , άρα η συνάρτηση   είναι γνησίως αύξουσα στο 1,  .Η συνάρτηση 

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για 1x  ,  το  1 4   .  Τέλος    0 1, 4,        , 

x  0                   1                

 x  - + 

 x  
Γν. 

φθίνουσα 
Γν. 

αύξουσα 
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όπου       
  

     3 2 3lim lim 2 3 3 lim 2
x x x

x x x x  και η συνάρτηση   είναι 

γνησίως αύξουσα στο 1,  . Άρα η εξίσωση   0x   έχει μοναδική ρίζα στο   0, . 

 

Δ3. α) Έχουμε ότι      
 

2 2 1
2 2

2

1 1

1 1
1

xx e
x f x dx x dx

x


     


   

   
22 2

1 1 1

1 11

x x xx e dx x e e dx          
2

3 2 1

1
2 xe e e     

 

3 2 3 2 32e e e e e     . 

Επομένως   ln 1L x x x    με 0,1
L

D    και  
1 1

0
2 1

L x
x x

   


 

 για κάθε  0,1x   και  L x  συνεχής στο 0,1  ως διαφορά συνεχώς συναρτήσεων , άρα 

 L x  είναι γνησίως αύξουσα στο 0,1  και επομένως  L x  είναι «1-1» άρα 

αντιστρέφεται. 

β) Έχουμε ότι       1

 γν.αύξουσα

0

0,1 lim , 1
L

L x
D L L x L



    με 

   
0 0

lim lim ln 1
x x

L x x x
  

      και  1 ln1 0 0L    . 

Άρα, 1 ,0
L

D 
   . 

 

Δ4.  Έχουμε ότι    
2 0

1 2 1 20 1 0
x

L x x L x x
 

      , όπου 2

0
lim 0
x

x


  και από κριτήριο 

παρεμβολής έχουμε ότι   2 1

0
lim 0
x

x L x


  . 

 

ΟΡΟΣΗΜΟ ΠΕΙΡΑΙΑ  

ΚΑΤΣΙΜΠΡΑΣ ΕΥΘΥΜΗΣ 


