
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ’  ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ 1 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝒇: (𝟎, +∞) ⟶ℝ για την οποία ισχύει η σχέση 
√𝒙𝒇(𝒙) − �𝒚𝒇(𝒚) = �√𝒙 − �𝒚�𝒇�𝒙 + 𝒚 − �𝒙𝒚�  𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒙,𝒚 ∈ (𝟎, +∞)      (𝟏)  

i. Να δειχθεί ότι η 𝒇 είναι σταθερή στο (𝟎, +∞). 
ii. Εάν  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

∫ 𝒆𝟐𝒌𝒕𝟐−𝒇(𝒕)𝒅𝒕𝒙
𝟏

𝒆𝒙 − 𝒆
= 𝒆𝒌𝟐−𝟐𝟎𝟏𝟑 

όπου η πραγματική παράμετρος κ παίρνει μοναδική τιμή, να υπολογισθεί ο τύπος της 𝒇. 
iii. Εάν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝒈:ℝ⟶ ℝ ισχύει  

𝒈′(𝒙) <
(𝒇(𝒙𝟐 + 𝟏) + 𝟏)𝒙𝟐𝟎𝟏𝟑

𝒙𝟐𝟎𝟏𝟒 + 𝟏
   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒙 ∈ ℝ           (𝟐) 

να δειχθεί ότι η γραφική παράσταση της 𝒈 τέμνει τη γραφική παράσταση της  
𝒉(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐𝟎𝟏𝟒 + 𝟏),𝒙 ∈ ℝ σ’ ένα μόνο σημείο. 

iv. Να υπολογισθεί το όριο  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

� 𝒆𝒕
𝒇��𝒕𝟐+𝟏�

𝒅𝒕
𝒙+𝟐𝟎𝟏𝟑

𝒙+𝟐𝟎𝟏𝟐
 

 

ΛΥΣΗ 

i. Θα δείξουμε ότι f ′(x) = 0, για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞). 
Θέτω 𝑦 = 𝑥0 με 𝑥0 ∈ (0, +∞) και 𝑥 ≠ 𝑥0. Τότε η (1) γίνεται: 

√𝑥𝑓(𝑥) − �𝑥0𝑓(𝑥0) = �√𝑥 − �𝑥0�𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0� ⇔
√𝑥𝑓(𝑥) − �𝑥0𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
=
�√𝑥 − �𝑥0�𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�

𝑥 − 𝑥0
 

⇔
√𝑥𝑓(𝑥) − √𝑥𝑓(𝑥0) + √𝑥𝑓(𝑥0) −�𝑥0𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
=
�√𝑥 − �𝑥0��√𝑥 + �𝑥0�𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�

(𝑥 − 𝑥0)�√𝑥 + �𝑥0�
 

⇔
√𝑥�𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)� + 𝑓(𝑥0)�√𝑥 − �𝑥0�

𝑥 − 𝑥0
=

(𝑥 − 𝑥0)𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�
(𝑥 − 𝑥0)�√𝑥 + �𝑥0�

 

⇔ √𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
+ 𝑓(𝑥0)

√𝑥 − �𝑥0
𝑥 − 𝑥0

=
𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�

√𝑥 + �𝑥0
 

⇔ √𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
+ 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
(𝑥 − 𝑥0)�√𝑥 + �𝑥0�

=
𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0 �

√𝑥 + �𝑥0
 

⇔ √𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
+

𝑓(𝑥0)

√𝑥 + �𝑥0
=
𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�

√𝑥 + �𝑥0
 

Αφού 𝑓 παραγωγίσιμη στο (0, +∞) συμπεραίνουμε ότι: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓′(𝑥0)  𝜅𝛼𝜄  𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) 

Άρα,  

lim
𝑥→𝑥0

�√𝑥
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
+

𝑓(𝑥0)

√𝑥 + �𝑥0
� = lim

𝑥→𝑥0

𝑓�𝑥 + 𝑥0 − �𝑥𝑥0�

√𝑥 + �𝑥0
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⇔ �𝑥0𝑓′(𝑥0) +
𝑓(𝑥0)
2�𝑥0

=
𝑓(2𝑥0 − 𝑥0)

2�𝑥0
⇔ �𝑥0𝑓′(𝑥0) = 0 ⇔ 𝑓′(𝑥0) = 0  𝛼𝜑𝜊ύ 𝑥0 ∈ (0, +∞) 

Άρα, 𝑓′(𝑥) = 0, για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞).  
Οπότε, η 𝑓 είναι σταθερή στο (0, +∞). 
 
 
 

ii. Έστω 𝑓(𝑥) = 𝑐, για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞) και 𝑐 ∈ ℝ.  
Αφού η συνάρτηση 𝑒2𝑘𝑡2−𝑓(𝑡) είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων τότε η  

� 𝑒2𝑘𝑡2−𝑓(𝑡)
𝑥

1
𝑑𝑡 

είναι παραγωγίσιμη άρα και συνεχής στο (0, +∞). Παρατηρούμε ότι,  

lim
𝑥→1

� 𝑒2𝑘𝑡2−𝑓(𝑡)
𝑥

1
𝑑𝑡 = � 𝑒2𝑘𝑡2−𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

1
= 0  𝜅𝛼𝜄  lim

𝑥→1
(𝑒𝑥 − 𝑒) = 0 

Επομένως, από τον Κανόνα De L’ Hospital έχουμε: 

lim
𝑥→1

∫ 𝑒2𝑘𝑡2−𝑓(𝑡)𝑥
1 𝑑𝑡

𝑒𝑥 − 𝑒
= lim

𝑥→1

�∫ 𝑒2𝑘𝑡2−𝑐𝑑𝑡𝑥
1 �

′

(𝑒𝑥 − 𝑒)′
= lim

𝑥→1

𝑒2𝑘𝑥2−𝑐

𝑒𝑥
=
𝑒2𝑘−𝑐

𝑒
 

Οπότε,  

lim
𝑥→1

∫ 𝑒2𝑘𝑡2−𝑐𝑑𝑡𝑥
1
𝑒𝑥 − 𝑒

= 𝑒𝑘2−2013 ⇔
𝑒2𝑘−𝑐

𝑒
= 𝑒𝑘2−2013 ⇔ 𝑒2𝑘−𝑐 = 𝑒𝑘2−2012 

⇔ 2𝑘 − 𝑐 = 𝑘2 − 2012 ⇔ 𝑘2 − 2𝑘 + 𝑐 − 2012 = 0   (3) 
Αφού υπάρχει μοναδική πραγματική τιμή για το k και η (3) είναι δευτεροβάθμια εξίσωση πρέπει 

𝛥 = 0 ⇔ 4 − 4(𝑐 − 2012) = 0 ⇔ 𝑐 = 2013 
Συνεπώς, 𝑓(𝑥) = 2013, για κάθε 𝑥 ∈ (0, +∞). 
 

iii. Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε 𝑥2 + 1 ≥ 1 > 0.  
Άρα, 𝑓(𝑥2 + 1) = 2013, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 
Οπότε, η σχέση (2) γίνεται :  

𝑔′(𝑥) <
2014 ⋅ 𝑥2013

𝑥2014 + 1
 

για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. Για να δείξω ότι η 𝐶𝑔 τέμνει τη 𝐶ℎ σ’ ένα μόνο σημείο, αρκεί να δείξω ότι η εξίσωση 
𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇔ 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) = 0 ⇔ 𝑔(𝑥) − ln(𝑥2014 + 1) = 0 

έχει μοναδική ρίζα στο ℝ. 
 
Θέτω 𝜑(𝑥) = 𝑔(𝑥) − ln(𝑥2014 + 1) , 𝑥 ∈ ℝ. 
Η 𝜑 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων άρα και συνεχής. Οπότε, 

𝜑′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) −
(𝑥2014 + 1)′

𝑥2014 + 1
= 𝑔′(𝑥) −

2014𝑥2013

𝑥2014 + 1
< 0 

Άρα, η 𝜑 είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ.  
 
Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε το σύνολο τιμών της 𝜑 με τη βοήθεια του θεωρήματος Μέσης Τιμής. 
 
Έστω 𝑥 > 0. Η 𝜑 είναι συνεχής στο [0, 𝑥] και παραγωγίσιμη στο (0, 𝑥).  
Από θεώρημα Μέσης Τιμής, υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉1 ∈ (0, 𝑥) τέτοιο ώστε: 

𝜑′(𝜉1) =
𝜑(𝑥) − 𝜑(0)

𝑥 − 0
⇔ 𝑥𝜑′(𝜉1) = 𝜑(𝑥) − 𝜑(0) ⇔ 𝜑(𝑥) = 𝑥𝜑′(𝜉1) + 𝜑(0) 

Άρα,  
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lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

�𝑥𝜑′(𝜉1) + 𝜑(0)� = (+∞)𝜑′(𝜉1) = −∞    𝛼𝜑𝜊ύ  𝜑′(𝑥) < 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ ℝ 

 
Έστω 𝑥 < 0. H 𝜑 είναι συνεχής στο [𝑥, 0] και παραγωγίσιμη στο (𝑥, 0). Από Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει ένα 
τουλάχιστον 𝜉2 ∈ (𝑥, 0) τέτοιο ώστε: 

𝜑′(𝜉2) =
𝜑(0) − 𝜑(𝑥)

0 − 𝑥
⇔ −𝑥𝜑′(𝜉2) = 𝜑(0) − 𝜑(𝑥) ⇔ 𝜑(𝑥) = 𝑥𝜑′(𝜉2) + 𝜑(0) 

Άρα,  
lim
𝑥→−∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→−∞

�𝑥𝜑′(𝜉2) + 𝜑(0)� = (−∞)𝜑′(𝜉2) = +∞ 𝛼𝜑𝜊ύ 𝜑′(𝑥) < 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ ℝ 

Αφού η 𝜑 είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ το σύνολο τιμών της είναι το  

𝜑(ℝ) = � lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)� = (−∞, +∞) = ℝ 

Επομένως, η εξίσωση 𝜑(𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο ℝ διότι το 0 ∈ 𝜑(ℝ) και η φ είναι γνησίως φθίνουσα 
στο ℝ. 
 

iv.  

lim
𝑥→+∞

� 𝑒𝑡
𝑓��𝑡2+1�

𝑑𝑡
𝑥+2013

𝑥+2012
= lim

𝑥→+∞
�� 𝑒𝑡2013𝑑𝑡

0

𝑥+2012
+ � 𝑒𝑡2013𝑑𝑡

𝑥+2013

0
�

= lim
𝑥→+∞

�� 𝑒𝑡2013𝑑𝑡
𝑥+2013

0
− � 𝑒𝑡2013

𝑥+2012

0
𝑑𝑡� 

 
Θέτω  

𝐺(𝑥) = � 𝑒𝑡2013
𝑥

0
𝑑𝑡, 𝑥 ≥ 0 

H 𝐺 είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) αφού 𝑒𝑡2013 συνεχής ως σύνθεση συνεχών, με 𝐺′(𝑥) = 𝑒𝑥2013 > 0.  
Άρα, η 𝐺 είναι γνησίως αύξουσα στο [0, +∞). 
 
H G είναι συνεχής στο [𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013] με 𝑥 > 0 και παραγωγίσιμη στο (𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013).  
Από θεώρημα Μέσης Τιμής, υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013) τέτοιο ώστε: 

𝐺′(𝜉) =
𝐺(𝑥 + 2013) − 𝐺(𝑥 + 2012)
𝑥 + 2013 − (𝑥 + 2012) ⇔ 𝐺′(𝜉) = 𝐺(𝑥 + 2013) − 𝐺(𝑥 + 2012) 

⇔ 𝐺′(𝜉) = � 𝑒𝑡2013𝑑𝑡
𝑥+2013

0
− � 𝑒𝑡2013𝑑𝑡

𝑥+2012

0
 

Όμως, η 𝐺′ είναι γνησίως αύξουσα στο [0, +∞) διότι 𝐺′′(𝑥) = 𝑒𝑥2013(𝑥2013)′ = 2013𝑥2012𝑒𝑥2013 > 0 για κάθε 
𝑥 > 0 
 
Οπότε, 𝑥 + 2012 < 𝜉 < 𝑥 + 2013 ⇔ 𝐺′(𝑥 + 2012) < 𝐺′(𝜉) < 𝐺′(𝑥 + 2013) 

⇔ 𝑒(𝑥+2012)2013 < � 𝑒𝑡2012𝑑𝑡
𝑥+2013

0
− � 𝑒𝑡2012

𝑥+2012

0
𝑑𝑡 < 𝑒(𝑥+2013)2013 

Όμως,  
lim
𝑥→+∞

𝑒(𝑥+2012)2013 = +∞ 𝜅𝛼𝜄 lim
𝑥→+∞

𝑒(𝑥+2013)2013 = +∞ 

Άρα, από κριτήριο Παρεμβολής 

lim
𝑥→+∞

�� 𝑒𝑡2013𝑑𝑡
𝑥+2013

0
− � 𝑒𝑡2013

𝑥+2012

0
𝑑𝑡� = +∞ ⇔ lim

𝑥→+∞
� 𝑒𝑡

𝑓��𝑡2+1 �
𝑑𝑡

𝑥+2013

𝑥+2012
= +∞ 

 
Β’ τρόπος:  
Θέτω 𝐺(𝑡) = 𝑒𝑡2013, με 𝑡 ∈ [𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013]𝜅𝛼𝜄 𝑥 > 0.  
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Η 𝐺 είναι παραγωγίσιμη στο [𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013] ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων άρα και συνεχής 
με, 𝐺′(𝑡) = 𝑒𝑡2013(𝑡2013)′ = 2013𝑡2012𝑒𝑡2013 > 0 για κάθε 𝑡 ∈ [𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013], 𝜇𝜀 𝑥 > 0. 
 
Άρα, η 𝐺 είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥 + 2012, 𝑥 + 2013] και έχουμε: 
 

𝑥 + 2012 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 2013 ⇔ 𝐺(𝑥 + 2012) ≤ 𝐺(𝑡) ≤ 𝐺(𝑥 + 2013) 
 

Άρα, � 𝐺(𝑥 + 2012)
𝑥+2013

𝑥+2012
𝑑𝑡 ≤ � 𝐺(𝑡)

𝑥+2013

𝑥+2012
𝑑𝑡 ≤ � 𝐺(𝑥 + 2013)

𝑥+2013

𝑥+2012
𝑑𝑡 

⇔ 𝐺(𝑥 + 2012)[𝑡]𝑥+2012𝑥+2013 ≤ � 𝐺(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+2013

𝑥+2012
≤ 𝐺(𝑥 + 2013)[𝑡]𝑥+2012𝑥+2013 ⇔ 𝑒(𝑥+2012)2013 ≤ � 𝐺(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+2013

𝑥+2012

≤ 𝑒(𝑥+2013)2013 
Όμως,  
lim
𝑥→+∞

𝑒(𝑥+2012)2013 = +∞ 𝜅𝛼𝜄 lim
𝑥→+∞

𝑒(𝑥+2013)2013 = +∞ 

Άρα από Κριτήριο Παρεμβολής, 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

� 𝑒𝑡2013
𝑥+2013

𝑥+2012
𝑑𝑡 = +∞ 

 

ΘΕΜΑ 2 

A. Εάν η συνάρτηση 𝒇 είναι συνεχής στο [α,β] τότε να δειχθεί ότι: 

�� 𝒇(𝒙)
𝜷

𝜶
𝒅𝒙� ≤ � |𝒇(𝒙)|

𝜷

𝜶
𝒅𝒙 

B.  
i. Δίνεται συνεχής συνάρτηση 𝒇:ℝ⟶ ℝ, η οποία είναι «1-1» στο ℝ και ισχύει ότι 

𝑭(𝒙) = � 𝒇(𝒙 + 𝒕)
|𝒛|

𝟐
𝒅𝒕,   𝒛 ∈ ℂ. 

Αν υπάρχει 𝝃 ∈ ℝ έτσι ώστε η γραφική παράσταση της 𝑭 να δέχεται οριζόντια εφαπτομένη 
στο σημείο 𝑨�𝝃,𝑭(𝝃)�, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του μιγαδικού 𝒛. 

ii. Να υπολογισθεί το όριο  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏
𝒙𝟐𝟎𝟏𝟐

� |𝒕 ⋅ 𝒛 + �𝒕𝟐 + 𝟏 ⋅ 𝒛𝟐|
𝒙+𝟏

𝒙
𝒅𝒕, 

όπου 𝒛 ο μιγαδικός του παραπάνω ερωτήματος. 
C. Έστω μια συνάρτηση 𝒇 δύο φορές παραγωγίσιμη στο [𝜶,𝜷] με συνεχή δεύτερη παράγωγο, για την 

οποία ισχύουν: 𝒇(𝜶) = 𝒇(𝜷) = 𝟎 και 𝒇(𝒙) < 0 για κάθε 𝒙 ∈ (𝜶,𝜷).  
i. Να δείξετε ότι υπάρχουν  

𝝃𝟏, 𝝃𝟐 ∈ (𝜶,𝜷) 𝝁𝜺 𝝃𝟏 < 𝝃𝟐 𝝉έ𝝉𝝄𝜾𝜶 ώ𝝈𝝉𝜺 𝒇′(𝝃𝟐) − 𝒇′(𝝃𝟏) >
𝟐𝒎
𝜶 − 𝜷

  ό𝝅𝝄𝝊 𝒎 = 𝒎𝒊𝒏𝒇(𝒙)  𝝈𝝉𝝄 [𝜶,𝜷] 

ii. Να δείξετε ότι: 

�
|𝒇′′(𝒙)|
𝒇(𝒙)

𝝃𝟐

𝝃𝟏
𝒅𝒙 <

𝟐
𝒂 − 𝜷
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ΛΥΣΗ 

A. Για κάθε 𝑥 ∈ [𝛼,𝛽] ισχύει ότι −|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑓(𝑥) ≤ |𝑓(𝑥)|. 
Αφού 𝑓 συνεχής στο [α,β] έπεται ότι |𝑓| συνεχής στο [α,β].  
Οπότε,  

−� |𝑓(𝑥)|
𝛽

𝛼
𝑑𝑥 ≤ � 𝑓(𝑥)

𝛽

𝛼
𝑑𝑥 ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝛽

𝛼
𝑑𝑥 ⇔ �� 𝑓(𝑥)

𝛽

𝛼
𝑑𝑥� ≤ � |𝑓(𝑥)|

𝛽

𝛼
𝑑𝑥 

 
B.  

i. Θέτω 𝑥 + 𝑡 = 𝑢 𝜏ό𝜏𝜀 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢. 
Για 𝑡 = 2 έχουμε 𝑢 = 𝑥 + 2. 
Για 𝑡 = |𝑧| έχουμε 𝑢 = 𝑥 + |𝑧|. 
Άρα,  

𝐹(𝑥) = � 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡
|𝑧|

2
= � 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+|𝑧|

𝑥+2
= � 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

0

𝑥+2
+ � f(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+|𝑧|

0
= � 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+|𝑧|

0
− � 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+2

0
 

H 𝐹 είναι παραγωγίσιμη αφού f συνεχής συνάρτηση στο ℝ, με  
𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥 + |𝑧|) ⋅ (𝑥 + |𝑧|)′ − 𝑓(𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 + 2)′ ⟺ 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥 + |𝑧|) − 𝑓(𝑥 + 2),   𝑥 ∈ ℝ. 

 
Αφού η 𝐶𝐹 δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο σημείο 𝐴�𝜉,𝐹(𝜉)� έπεται ότι  

𝐹′(𝜉) = 0 ⇔ 𝑓(𝜉 + |𝑧|) − 𝑓(𝜉 + 2) = 0 ⇔ 𝑓(𝜉 + |𝑧|) = 𝑓(𝜉 + 2)
𝑓 "1−1"
����� 𝜉 + |𝑧| = 𝜉 + 2 ⇔ |𝑧| = 2 

 
Οπότε, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του μιγαδικού 𝑧 είναι ο κύκλος με κέντρο 𝑂(0,0) και ακτίνα 
𝜌 = 2. 

ii. Aφού 𝑥 → +∞, έχουμε ότι 𝑥 > 0.  
Άρα, 

�
1

𝑥2012
� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2� 𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
� =

1
𝑥2012

�� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2� 𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
� 

≤
1

𝑥2012
� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2� 𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
≤

1
𝑥2012

� �|𝑡 ⋅ 𝑧| + ��𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2�� 𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
 

=
1

𝑥2012
� �𝑡|𝑧| + �𝑡2 + 1|𝑧|2�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 =

1
𝑥2012

� �2𝑡 + 4�𝑡2 + 1�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 

Δηλαδή,  

�
1

𝑥2012
� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡� ≤

2
𝑥2012

� �𝑡 + 2�𝑡2 + 1�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0     (1) 

 
Θέτω 𝑔(𝑡) = 𝑡 + 2√𝑡2 + 1, 𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥 + 1]  𝜇𝜀  𝑥 > 0.  
H 𝑔 είναι παραγωγίσιμη στο [𝑥, 𝑥 + 1] ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων άρα και συνεχής στο 
[𝑥, 𝑥 + 1]. 
Οπότε, 

𝑔′(𝑡) = 1 +
2(𝑡2 + 1)′

2√𝑡2 + 1
= 1 +

2𝑡
√𝑡2 + 1

> 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥 + 1], 𝜇𝜀 𝑥 > 0 

Άρα, η 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥, 𝑥 + 1]. 
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Επομένως, για κάθε 𝑡 ≤ 𝑥 + 1 έχουμε 𝑔(𝑡) ≤ 𝑔(𝑥 + 1). Οπότε, 

� 𝑔(𝑡)
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 ≤ � 𝑔(𝑥 + 1)𝑑𝑡 ⇔ � 𝑔(𝑡)

𝑥+1

𝑥

𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝑔(𝑥 + 1) ⋅ [𝑡]𝑥𝑥+1 

⇔ � �𝑡 + 2�𝑡2 + 1�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 ≤ 𝑥 + 1 + 2�(𝑥 + 1)2 + 1 

Συνεπώς, η (1) γίνεται 

�
1

𝑥2012
� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2� 𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
� ≤

2
𝑥2012

�𝑥 + 1 + 2�(𝑥 + 1)2 + 1� 

⇔ −
2

𝑥2012
�𝑥 + 1 + 2�𝑥2 + 2𝑥 + 2� ≤

1
𝑥2012

� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡

≤
2

𝑥2012
�𝑥 + 1 + 2�𝑥2 + 2𝑥 + 2 � 

Όμως, 

lim
𝑥→+∞

�
2

𝑥2012
�𝑥 + 1 + 2�𝑥2 + 2𝑥 + 2 �� = lim

𝑥→+∞

2�𝑥 + 1 + 2𝑥�1 + 2
𝑥 + 2

𝑥2�

𝑥2012
  

= lim
𝑥→+∞

2𝑥 �1 + 1
𝑥 + 2�1 + 2

𝑥 + 2
𝑥2�

𝑥2012
= lim

𝑥→+∞

2�1 + 1
𝑥 + 2�1 + 2

𝑥 + 2
𝑥2�

𝑥2011
 

= 0 ⋅ �1 + 0 + 2√1 + 0 + 0� = 0 
και  

lim
𝑥→+∞

�−
2

𝑥2012
�𝑥 + 1 + 2�𝑥2 + 2𝑥 + 2�� = 0 

Οπότε, από Κριτήριο Παρεμβολής έπεται ότι, 

lim
𝑥→+∞

1
𝑥2012

� �𝑡 ⋅ 𝑧 + �𝑡2 + 1 ⋅ 𝑧2�
𝑥+1

𝑥
𝑑𝑡 = 0 

 
C.  

i. Αφού η 𝑓 είναι συνεχής συνάρτηση στο [𝛼,𝛽], τότε παίρνει στο [𝛼,𝛽] μία ελάχιστη τιμή 𝑚 < 0 επειδή 
𝑓(𝑥) < 0 = 𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛽), 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (𝛼,𝛽). Δηλαδή υπάρχει 𝜉 ∈ [𝛼,𝛽] τέτοιο ώστε 𝑓(𝜉) = 𝑚. 

• Η 𝑓 είναι συνεχής σε καθένα από τα [α,ξ], [ξ,β]. 
• Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη σε καθένα από τα (α,ξ), (ξ,β). 

Άρα, από το Θεώρημα Μέσης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον  

𝜉1 ∈ (𝛼, 𝜉)  τέτοιο ώστε  𝑓′(𝜉1) =
𝑚

𝜉 − 𝛼
    και    𝜉2 ∈ (𝜉,𝛽)  τέτοιο ώστε  𝑓′(𝜉2) = −

𝑚
𝛽 − 𝜉

 

𝛰𝜋ό𝜏𝜀, 𝑓′(𝜉2) − 𝑓′(𝜉1) = −
𝑚

𝛽 − 𝜉
−

𝑚
𝜉 − 𝛼

> −
2𝑚
𝛽 − 𝛼

=
2𝑚
𝛼 − 𝛽

 

αφού 𝛽 − 𝛼 > 𝛽 − 𝜉 ⇔
1

𝛽 − 𝛼
<

1
𝛽 − 𝜉

⇔ −
𝑚

𝛽 − 𝛼
< −

𝑚
𝛽 − 𝜉

    και ομοίως αποδεικνύεται ότι 

−
𝑚

𝛽 − 𝛼
< −

𝑚
𝜉 − 𝛼

 

 
ii. Για κάθε 𝑥 ∈ [𝜉1, 𝜉2]  ισχύει: 

|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥) ≤

|𝑓′′(𝑥)|
𝑚

  𝛼𝜑𝜊ύ  𝑓(𝑥) ≥ 𝑚 ⇔
1

𝑓(𝑥) ≤
1
𝑚

 

Άρα, 
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�
|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝝃𝟐

𝝃𝟏
𝑑𝑥 ≤ �

|𝑓′′(𝑥)|
𝑚

𝜉2

𝜉1
𝑑𝑥 ⇔ −�

|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝜉2

𝜉1
𝑑𝑥 ≥ −

1
𝑚
� |𝑓′′(𝑥)|
𝜉2

𝜉1
𝑑𝑥 

(𝜜)
�� �

|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝝃𝟏

𝜉2
𝑑𝑥 ≥ −

1
𝑚
�� 𝑓′′(𝑥)𝑑𝑥

𝜉2

𝜉1
� ⇔ �

|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)  

𝜉1

𝜉2
𝑑𝑥 ≥ −

1
𝑚

|𝑓′(𝜉2) − 𝑓′(𝜉1)|  

𝑓′(𝜉2)−𝑓′(𝜉1)>0
������������ �

|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝝃𝟏

𝝃𝟐
𝑑𝑥 ≥ −

1
𝑚
⋅ �𝑓′(𝜉2) − 𝑓′(𝜉1)� > −

1
𝑚
⋅

2𝑚
𝛼 − 𝛽

=
2

𝛽 − 𝛼
 

Συνεπώς,  

�
|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝝃𝟏

𝝃𝟐
𝑑𝑥 >

2
𝛽 − 𝛼

⇔ �
|𝑓′′(𝑥)|
𝑓(𝑥)

𝜉2

𝜉1
𝑑𝑥 <

2
𝛼 − 𝛽
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